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Résumé
Soit f un polynôme réel de degé n  3 à deux variables. C’est connu que son hessien est un
polynôme réel à deux variables de degé au plus 2n− 4. En 1876, A. Harnack prouve que le nombre
des composantes connexes d’une courbe algébrique plane de degré m plongée dans RP 2 est au plus
(m− 1)(m− 2)/2+ 1. Ainsi, d’après Harnack, le nombre des composantes connexes compactes de
la courbe parabolique du graphe de f est au plus (2n− 5)(n− 3)+ 1. Jusqu’à présent on ne sait pas
si cette borne est optimale pour n 4.
Dans cette note on donne une classe de polynômes réels de degé n  3 à deux variables telle
que la courbe parabolique du graphe de chaque polynôme qui appartient à cette classe a exactement
(n− 1)(n− 2)/2 composantes connexes et exactement n(n− 2) points paraboliques spéciaux. De
plus, toutes ces courbes paraboliques sont lisses et compactes.
C’est connu que pour chaque surface algébrique lisse de degré n  3 plongée dans RP 3, le
nombre maximal des composantes connexes de sa courbe parabolique est 2n(n− 2)(5n− 12)+ 2.
Jusqu’à présent on ne sait pas si cette borne est optimale. Dans cette note on donne une famille des
surfaces algébriques lisses de degré n  3 plongées dans RP 3. La courbe parabolique de chaque
surface dans cette famille est lisse et elle a au moins n(n− 1)(n− 2)/2 composantes et au moins
n2(n− 2) points paraboliques spéciaux.
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Abstract
Let f be a real polynomial of degree n 3 in two variables. It is known that its hessian is a real
polynomial in two variables of degree at most 2n− 4. In 1876, A. Harnack prove that the number
of connected components of an algebraic plane curve of degree m embedded in RP 2 is at most
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150 A. Ortiz-Rodríguez / Bull. Sci. math. 127 (2003) 149–177(m− 1)(m− 2)/2 + 1. So, by A. Harnack, the number of compact connected components of the
parabolic curve of the graph of f is at most (2n− 5)(n− 3)+ 1. Until now, we do not know if this
bound is optimal for n 4.
In this note we give a class of real polynomials of degree n  3 in two variables such that the
parabolic curve of the graph of each polynomial being to this class has exactly (n− 1)(n− 2)/2
connected components and exactly n(n− 2) special parabolic points. Moreover, all these parabolic
curves are smooth and compact.
It is known that for each smooth algebraic surface of degree n 3 embedded inRP 3, the maximal
number of connected components of its parabolic curve is 2n(n− 2)(5n− 12)+ 2. Until now, we
do not know if this bound is optimal. In this note we give a family of smooth algebraic surfaces of
degree n 3 embedded in RP 3. The parabolic curve of each surface being to this family is smooth
and it has at least n(n− 1)/(n− 2)2 connected components and at least n2(n− 2) special parabolic
points.
 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.
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1. Définitions et résultats
1.1. Classification des points d’une surface
L’espace des formes quadratiques à deux variables à coefficients réels qui agissent sur
un espace réel affine de dimension deux est un espace réel de dimension 3. Notons F cet
espace muni des coordonnées (a, b, c). Un point de cet espace avec coordonnées (a, b, c)
est la forme au2 + 2buv+ cv2.
Cet espace peut être stratifié par rapport au rang2 de chaque forme quadratique. On
définit dans cet espace la variété discriminante formée par toutes les formes quadratiques de
rang plus petit ou égal à 1. Cette variété est un cône quadratique défini par l’équation ac=
b2. Le complément du cône est formé par trois composantes connexes qui sont constituées
des formes de rangs égals à 2. Considérons la composante connexe du complément du
cône qui contient la forme u2 + v2 et la composante connexe du complément du cône qui
contient la forme −u2 − v2. Les valeurs propres des matrices des formes quadratiques
contenues dans ces deux composantes sont réels et du même signe. Ces formes sont
appelées elliptiques.
La composante connexe du complément du cône qui contient la forme uv est formée
par les formes dont les valeurs propres de leurs matrices sont réels et de signe opposé. Les
formes de cette composante sont appelées hyperboliques.
Une forme quadratique est appelée parabolique si sa matrice associée a rang égal à 1.
Cette forme est dégénérée et non nulle.
La forme de rang égal à 0 est la forme a = b= c= 0 (le sommet du cône) appelée forme
nulle ou parabolique dégénérée.
2 Le rang de la forme quadratique au2 + 2buv + cv2 est le rang de la matrice symétrique associée ( a bb c ).
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Considérons une surface S plongée dans RP 3 et soit p ∈ S un point. Il existe un voisinage
U ⊂ S de p et une fonction f :V ⊂ R2 → R différentiable tels que U est le graphe de
f |V .
Étant donnée f :V ⊂R2 →R on définit l’application d2f :V ⊂R2 → F
(x, y) → (fxx(x, y), fxy(x, y), fyy(x, y)),
à chaque point (x, y) ∈ V on associe la forme quadratique fxx(x, y) dx2+fxy(x, y) dx dy
+ fyy(x, y) dy2.
Définition 1. Le point p = (x, y, f (x, y)) du graphe de f |V est appelé point elliptique,
hyperbolique ou parabolique si la forme quadratique (d2f )(x, y) est une forme elliptique,
hyperbolique ou parabolique, respectivement. Le point p est appelé parabolique dégénéré
si (d2f )(x, y) est la forme nulle.
C’est-à-dire que l’ensemble des points paraboliques du graphe de f est l’intersection
du cône quadratique avec la surface (d2f )(V ). Ainsi, si la valeur fxx(x, y)fyy(x, y) −
f 2xy(x, y) est positive, négative ou nulle, alors le point p est un point elliptique,
hyperbolique ou parabolique du graphe de f . La fonction Hess f := fxxfyy − f 2xy est
appelée l’hessien de f .
On appelle courbe parabolique de S l’ensemble des points paraboliques (même si cet
ensemble n’est pas une courbe lisse). L’ensemble des points elliptiques et l’ensemble des
points hyperboliques sont séparés par la courbe parabolique.
Les définitions suivants [22] sont données par rapport à la plus haute multiplicité
d’intersection des droites tangentes à la surface avec la surface en chaque point.
Un point est elliptique si et seulement si la multiplicité d’intersection de chaque droite
tangente à la surface en ce point est égale à 2. Un point elliptique est aussi caractérisé par
le fait qu’il existe un voisinage du point dans la surface tel que ce voisinage reste d’un seul
côté du plan tangent.
Un point elliptique est appelé spécial s’il existe exactement deux droites non réelles
tangentes à la surface complexifiée en ce point avec multiplicité d’intersection égale à 2
avec la surface. En 1998, D. Panov [18] caractérise un point elliptique spécial par le fait
que la forme cubique de la surface en ce point est un multiple de la forme quadratique de
la surface en ce point.
Une droite tangente à la surface dans un point donné est appelée droite asymptotique si
sa multiplicité d’intersection avec la surface en ce point est plus grande que 2. On remarque
que la forme quadratique de la surface dans un point donné s’annule en chaque droite
asymptotique tangente en ce point.
Un point est parabolique si et seulement s’il y a une seule droite asymptotique tangente
à la surface en ce point. Un point parabolique est générique si sa droite asymptotique
a multiplicité d’intersection avec la surface égale à 3 en ce point. On remarque que si
la courbe parabolique est lisse, alors la droite asymptotique dans un point parabolique
générique n’est pas tangente à la courbe parabolique.
Un point parabolique est apelé spécial, noté PS, si la courbe parabolique est lisse dans
un voisinage de ce point, si la droite asymptotique en ce point est tangente à la courbe
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surface en ce point.
Un point est hyperbolique si et seulement si la forme quadratique de la surface en ce
point s’annule exactement en deux droites asymptotiques tangentes à la surface en ce point
et qui ne coïncident pas.
Parmi les points hyperboliques, il existe les points hyperboliques génériques, hyperbo-
liques spéciaux, points d’inflexion, points de bi-inflexion et hyperboliques dégénérés.
Un point hyperbolique est générique si la multiplicité d’intersection de chacune de ses
deux droites asymptotiques avec la surface, est égale à 3.
Chaque champ des droites asymptotiques défini dans la région des points non elliptiques
est appelé champ des droites asymptotiques. Les courbes intégrales de ces champs sont
appelées courbes asymptotiques.
Un point hyperbolique est un point d’inflexion s’il existe au moins une courbe asympto-
tique ayant un point d’inflexion en ce point. La droite asymptotique tangente à une courbe
asymptotique dans un point d’inflexion a multiplicité d’intersection avec la surface, au
moins 4 en ce point. L’ensemble des points d’inflexion est appelé courbe flecnodale.
Un point d’inflexion est générique s’il existe exactement deux courbes asymptotiques
qui passent par ce point dont une a un point d’inflexion en ce point et l’autre non et les
droites asymptotiques tangentes à ces courbes ont multiplicité d’intersection en ce point
égale à 4 et 3, respectivement.
Un point d’inflexion est hyperbolique spécial s’il existe exactement deux courbes
asymptotiques qui passent par ce point dont chacune a un point d’inflexion en ce point
avec droites asymptotiques avec multiplicité d’intersection en ce point égale à 4.
Un point d’inflexion est de bi-inflexion s’il existe exactement deux courbes asympto-
tiques qui passent par ce point dont une a un point de bi-inflexion en ce point et l’autre non
et les droites asymptotiques tangentes à ces courbes ont multiplicité d’intersection en ce
point égale à 5 et 3, respectivement.
On appelle point d’inflexion dégénéré un point tel que la somme des multiplicités
d’intersections des droites asymptotiques tangentes à la surface en ce point, est plus grande
que 8.
Toutes ces classes sont invariantes sous transformations projectives de l’espace RP 3.
1.2. Résultats sur des polynômes réels
Définition 2. Soit {l1, . . . , ln} un ensemble de fonctions affines réelles définies sur le plan.
On dit que cet ensemble est en bonne position si
(i) l’intersection de chaque paire des droites li = 0, lj = 0, i = j, i, j ∈ {1, . . . , n}, est
non vide et
(ii) pour chaque i = 1, . . . , n, la droite d’équation li = 0 ne contient aucun point critique
de la fonction
∏
j =i lj .
Remarque 1. Chaque point d’intersection pij := {li = 0} ∩ {lj = 0}, i = j est un point
critique de la fonction
∏n
k=1 lk . Ainsi, la deuxième condition de la définition précédente
garantit que par le point pij ne passe aucune des autres droites associées à l’ensemble des
fonctions en bonne position.
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∏n
k=1 lk de n fonctions affines {l1, . . . , ln} réelles définies sur le
plan est appelé polynôme factorisable si cet ensemble des fonctions est générique.
Définition 4. Soit f = l1 · · · ln un polynôme réel factorisable de variables x, y . Considérons
l’ensemble A = R2 \ {(x, y): (l1 · · · ln)(x, y) = 0} ⊂ R2. La fermeture de chaque
composante connexe de l’ensemble A qui est compacte, est appelée polygone élémentaire.
L’union de tous les polygones élémentaires est appelée polygone principal de f et il est
noté ∆f .
Remarque. Le polygone principal est connexe (pas nécessairement simplement connexe).
Théorème 1 [17]. Soit f = l1 · · · ln un polynôme réel factorisable de degré n  3 sur le
plan.
(1) La courbe parabolique du graphe de f a exactement 12 (n− 1)(n− 2) composantes
connexes. De plus, cette courbe parabolique est lisse et compacte.
(2) Le graphe de f est hyperbolique en dehors de l’ensemble {(x, y, f (x, y)): (x, y) ∈
∆f }.
(3) Le graphe de f contient exactement n(n − 2) points paraboliques spéciaux.
L’indice3 de chacun de ces points PS est −1.
(4) Les seules composantes de la courbe flecnodale du graphe de f sont les droites
li = 0, i = 1, . . . , n.
V. Arnold avait conjecturé [5] que la courbe parabolique du graphe de f avait au moins
1
2 (n− 1)(n− 2) composantes connexes compactes.
Définition 5. Étant donné un polynôme réel f de variables x, y , on appelle courbe
parabolique plane de f l’ensemble {(x, y) ∈R2: (Hessf )(x, y)= 0}.
Ainsi, le nombre des composantes connexes de la courbe parabolique du graphe de f
est le même que le nombre des composantes connexes de la courbe parabolique plane de f .
En 1876, A. Harnack a montré le résultat suivant :
Théorème 2 (A. Harnack [12]). Le nombre des composantes d’une courbe réelle plane
projective non singulière de degré m est au plus (m− 1)(m− 2)+ 1.
En 1987, J.J. Risler et R. Benedetti [9] ont démontré le même résultat pour les courbes
réelles planes projectives singulières de degré m.
En 1876, Harnack a complété la classification topologique des courbes planes
projectives non singulières en démontrant le théorème suivant :
Théorème (A. Harnack [12]). Pour chaque nombre naturel m  2 et chaque nombre
naturel c qui satisfont les inégalités
3 La définition d’indice d’un point PS est dans l’appendice 3.2.
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2
 c (m− 1)(m− 2)
2
+ 1,
il existe une courbe plane projective non singulière de degré m avec c composantes
connexes.
C’est-à-dire que la borne de Harnack est optimale pour les courbes réelles planes
projectives.
D’après le théorème 2 de Harnack, le nombre des composantes connexes compactes de
la courbe parabolique plane d’un polynôme réel de degré n à deux variables est au plus
(2n− 5)(n− 3)+ 1. Jusqu’à présent on ne sait pas s’il existe au moins un polynôme réel
de degré n à deux variables tel que la courbe parabolique plane ait plus de 12 (n− 1)(n− 2)
composantes connexes compactes. En fait, j’ai la suivante
Conjecture 1. Étant donné un polynôme réel de degré n à deux variables, la courbe
parabolique de son graphe contient au plus 12 (n − 1)(n − 2) composantes connexes
compactes.
Notons S l’ensemble de tous les polynômes réels de degré n 3 en deux variables qui
se factorisent comme le produit de n polynômes réels de degré 1 en deux variables (qui ne
sont pas nécessairement en bonne position).
Remarque 2. (1) L’ensemble S est de codimension 12n(n − 1) > 0 dans l’espace des
polynômes réels de degré n en deux variables : la dimension de l’espace S est 2n + 1
et la dimension de l’espace des polynômes réels de degré n en deux variables est
1
2 (n+ 1)(n+ 2).
(2) L’ensemble des polynômes réels factorisables de degré n en deux variables est un
ensemble ouvert partout dense dans S : Théorème de Transversalité fort de Thom [2].
Théorème 3. Soit f un polynôme réel de degré n à deux variables. La surface algébrique
projective de degré n 3 en RP 3 définie par l’équation z− f (x, y)= 0 dans un système
de coordonnées affines, n’est pas lisse (i.e. n’est pas de classe C∞).
Pour le nombre des points paraboliques spéciaux il existe une borne superièure mais on
ne sait pas si elle est optimale.
Théorème 4. Si le graphe d’un polynôme réel de degré n à deux variables est une surface
générique,4 alors il a au plus (2n− 4)(5n− 12) points paraboliques spéciaux.
Conjecture 2. Si le graphe d’un polynôme réel de degré n à deux variables est une surface
générique, alors il a au plus n(n− 2) points paraboliques spéciaux.
4 Voir la définition dans l’appendice 3.1.
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Définition 6. Considérons la surface algébrique de degré n dansRP 3 définie par l’équation
homogène de degré n, F(x1, x2, x3, x4)= 0. On appelle Hessien homogène le déterminant
de la matrice de deuxièmes dérivées de F,det( ∂2F
∂xi∂xj
)i,j . On note Hess F l’hessien
de F .
Théorème [22]. Considérons la surface algébrique réelle de degré n dans RP 3 définie
par l’équation homogène de degré n, F = 0. La courbe parabolique de cette surface est
l’intersection des surfaces F = 0 et HessF = 0.
Au début du XX siècle, G. Salmon [22] montre que le nombre des composantes
connexes de la courbe parabolique d’une surface algébrique réelle générique de degré
n dans RP 3 est au plus 2n(n− 2)(5n− 12)+ 2. En 1983, V.S. Kulikov [14] montre que le
nombre des points paraboliques spéciaux dans une surface algébrique réelle (complexe)
générique de degré n en RP 3(CP 3) est au plus 2n(n− 2)(11n− 4).
On ne sait pas, jusqu’au présent, si ces bornes sont optimales. Un autre des résultats
principaux de cette note est le suivant
Théorème 5. Soit f un polynôme réel factorisable de degré n de variables x, y et g un
polynôme réel de degré n de variable z ayant n racines réelles z1 < · · · < zn. Il existe
un polynôme réel Q homogène de degré n de variables x, y, z et deux nombres ε, δ ∈ R
suffisamment petits tels que la surface de degré n définie par l’équation
g(z)− εf (x, y)+ δQ(x, y, z)= 0,
(i) est une surface lisse dans RP 3,
(ii) sa courbe parabolique a au moins 12n(n− 1)(n− 2) composantes connexes lisses,
(iii) contient au moins n2(n− 2) points paraboliques spéciaux.
Pour n= 3, G. Segre [7,24] a montré qu’il existe des surfaces cubiques lisses dans RP 3
telles que leurs courbes paraboliques sont lisses et contiennent exactement 10 composantes
connexes. La borne de Segre est meilleure que celle du théorème. Pourtant, pour n 4 on
ne sait pas s’il existe au moins une surface algébrique réelle lisse de degré n telle que
le nombre des composantes connexes de sa courbe parabolique soit égal à 2n(n − 2)×
(5n− 12)+ 2.
Je remercie vivement V. Arnold de m’avoir introduit à ce sujet. Les remarques et les
corrections qu’il m’a fait ont été de grande aide. Je lui remercie aussi de m’avoir suggéré
l’étude des polynômes factorisables car j’étais très intéressée par l’étude du problème sur
les configurations de la courbe parabolique des graphes des polynômes réels. Je remercie
aussi R. Uribe-Vargas, F. Aicardi et D. Panov pour leurs discussions très fructueuses sur
différentes parties de cette note.
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2.1. Démonstrations des résultats des polynômes réels
Démonstration de l’assertion (5) du théorème 1. Les lemmes 1 et 2 sont des résultats
dûs à F. Aicardi [1].
Lemme 1. La courbe flecnodale du graphe de f est exactement l’ensemble
L= {(x, y): (l1 · · · ln)(x, y)= 0}.
Démonstration du lemme 1.
Remarque 3. Chaque droite li = 0, i = 1, . . . , n, est une composante de la courbe
flecnodale du graphe de f .
Il reste à démontrer que si q est un point de la courbe flecnodale, alors il appartient à
l’ensemble L. Soit q un point de la courbe flecnodale et supposons qu’il n’est pas en L.
Par la définition de point d’inflexion, une des droites asymptotiques en q a multiplicité
d’intersection plus grande que trois avec la surface. Cela implique que la restriction de f
à cette droite est une courbe plane qui a un point d’inflexion dégénéré en q (la courbe a
un point d’inflexion non dégénéré quand la droite est une droite asymptotique d’un point
hyperbolique générique) mais cela est interdit d’après le lemme suivant :
Lemme 2. La restriction de f = l1 · · · ln à une droite m ⊂ R2 est un polynôme à une
variable dont les points d’inflexion sont non dégénérés (i.e., ils sont points d’inflexion du
type le plus simple). De plus, entre deux points extrêmes il y a un seul point d’inflexion.
Ainsi, q ∈ L et on a démontré le lemme 1. ✷
Démonstration de la remarque 3. L’hessien de f est non positif pour presque tout point
de chaque droite (seulement en points isolés il est nul) et chaque droite est une droite
asymptotique avec multiplicité d’intersection infinie avec la surface. ✷
Démonstration du lemme 2. Notons L l’ensemble des droites {l1 · · · ln = 0} et f |m la
restriction de f à la droite m⊂R2.
Cas 1. La droite m est en position générique par rapport à l’ensemble L. La restriction
f |m est un polynôme de degré n avec n racines réelles différentes (elles sont les points
d’intersection de m avec L). La restriction f |m a donc exactement n− 1 extrêmes locaux
et exactement n−2 points d’inflexion. Par conséquent, tous les zéros de la dérivée seconde
sont simples. En chaque point d’inflexion de la courbe f |m la droite m est la projection
d’une des directions asymptotiques en ces points.
Cas 2. Si la droite m passe par un seul point double de L alors f |m a n − 1
zéros différents (parmi lesquels un zéro double), n − 1 extrêmes locaux et n − 2 points
d’inflexion. Si la droite m passe par k  2 points doubles alors f |m a n− k zéros différents
mais le nombre des points extrêmes et d’inflexion ne change pas.
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avec n−1 racines réelles différentes, n−2 points extrêmes et n−3 points d’inflexion. ✷
Remarque 4. Les droites li = 0 sont courbes asymptotiques car elles sont droites
asymptotiques d’elles mêmes. Ainsi, les courbes asymptotiques qui sont en dehors L ne
contiennent aucun point d’inflexion.
Démonstration de l’assertion (3) du théorème 1.
Lemme 3. Le graphe de f contient exactement n(n− 2) points paraboliques spéciaux.
Démonstration du lemme 3.
Remarque 5. Chaque droite li = 0, i = 1, . . . , n (li est un facteur de f ) dans le plan
est divisée par les autres n− 1 droites en n segments dont n− 2 sont compacts et 2 non
compacts.
Lemme 4. Chaque droite li = 0, i = 1, . . . , n, contient exactement n − 2 points
paraboliques spéciaux : un seul à l’intérieur de chaque segment compact considéré dans
la remarque 5 (voir fig. 1).
D’après le lemme 4 et en utilisant le fait que la surface contient exactement n droites,
elle a au moins n(n− 2) points PS. Par ailleurs, le nombre des points d’intersection des
courbes parabolique et flecnodale est au plus n(2n− 4) car le degré du hessien est au plus
(2n−4) et le degré de la courbe flecnodale est n. La courbe flecnodale intersecte la courbe
parabolique en n(n − 2) points doubles, c’est-à-dire que la multiplicité d’intersection en
chaque point d’intersection de ces courbes, est égale à 2. Ainsi, ces deux courbes ont, au
moins, 2n(n − 2) points d’intersection en considérant leurs multiplicités d’intersection.
Cela implique que le graphe de f contient exactement n(n − 2) points paraboliques
spéciaux et aucun point parabolique dégénéré. ✷
Fig. 1. Distributions des points paraboliques spéciaux pour n= 3 et n= 4.
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Lemme 5. Un point appartient à l’intersection de la courbe parabolique avec la courbe
flecnodale si et seulement si ce point est parabolique spécial ou parabolique dégénéré.
D’après le lemme 5, les points PS sont contenus dans l’intersection des courbes
parabolique et flecnodale. Le nombre de points de l’intersection de ces courbes est le même
(d’après l’assertion 4 du théorème 1) que celui de l’intersection des courbes suivantes :
(Hessf )(x, y)= 0 et l1 · · · ln(x, y)= 0.
Après un changement de coordonnées du plan {(x, y)} on peut supposer que la droite
ln = 0 coïncide avec la droite y = 0. Notons x1, . . . , xn−1 les points de l’intersection de la
droite y = 0 avec les droites li = 0, i = 1, . . . , n− 1 et supposons que x1 < · · ·< xn−1.
On rappelle que f = y · l1 · · · ln−1. Ainsi,
fy(x, y)|y=0 = l1 · · · ln−1|y=0.
Soit fy(x, y)|y=0 = F(x). Le polynôme F est de degré n − 1 et il s’annule aux points
xi, i = 1, . . . , n− 1. Cela implique que F a exactement n− 1 racines réelles simples et
n− 2 points critiques non dégénérés. C’est-à-dire que la fonction
F ′(x)= fxy(x, y)|y=0
a exactement n − 2 racines réelles simples : une seule à l’intérieur de chaque intervalle
[xi, xi+1], i = 1, . . . , n−2. De plus, fxxy = 0 en ces racines car elles sont non dégénérées.
Chaque racine de F ′ est une racine réelle double du hessian de f restreint à y = 0 :





Ainsi, la multiplicité d’intersection de la courbe (Hessf )(x, y)= 0 avec la droite y = 0,
en chaque point critique de F , est exactement égale à 2. Soit x˜ un point critique de F et
p = (x˜,0,0) un point dans le graphe de f . On a donc
fxx(p)= fxy(p)= 0.
Lemme 6. Soit f = l1 · · · ln un polynôme réel factorisable de degré n  3 sur le plan.
L’ensemble des droites défini par l’équation f = 0 ne contient aucun point parabolique
dégénéré.
D’après le lemme 6, la forme quadratique du graphe de f en p est non nulle. Ainsi,
fyy(p) = 0. Cela implique que la courbe parabolique plane est lisse au point p (avec





(p) = fxx(p)fyyy(p)+ fxxy(p)fyy(p)− 2fxy(p)fxyy(p)
= fxxy(p)fyy(p) = 0
et sa direction asymptotique y = 0 est tangente à la courbe parabolique plane Hessf = 0.
Cela implique que le point (x˜,0,0) est un point PS. ✷
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courbes parabolique et d’inflexion. Ce point ne peut pas être un point parabolique
générique car dans un point d’inflexion il existe au moins une droite asymptotique dont
la multiplicité d’intersection est plus grande ou égale à 4. Ainsi le point est parabolique
spécial ou parabolique dégénéré.
Maintenant, on va montrer que si un point est parabolique spécial, alors il est
d’inflexion. Comme ce point est parabolique, il existe une droite asymptotique tangente
à la surface en ce point dont la multiplicité d’intersection est égale à 4. Cela implique que
ce point est aussi un point d’inflexion.
Finalement, on va montrer que si un point est parabolique dégénéré, alors il est
d’inflexion. Comme le point est parabolique dégénéré, la forme quadratique de la surface
en ce point est nulle. De plus, il existe une droite asymptotique l telle que la forme
quadratique et cubique de la surface en ce point s’annulent sur l. Cela implique que la
multiplicité d’intersection de l avec la surface en ce point est plus grande ou égale à 4.
Ainsi, le point est d’inflexion. ✷











D’après la définition de polynôme factorisable, le point q n’est pas un point critique de la
fonction g. C’est-à-dire, gx(q) = 0 ou gy(q) = 0. Ainsi la forme quadratique en q n’est
pas nulle. ✷
Remarque 6. Le fait que dans l’intersection des courbes paraboliques et flecnodale il n’y
a aucun point parabolique dégénéré implique que la courbe parabolique est lisse.
La démonstration sur les indices négatifs des points PS est à la fin de cette section.
Démonstration de l’assertion (2) du théorème 1. Le lemme suivant était une conjecture
de l’auteur et de F. Aicardi. La démonstration suivante est due à F. Aicardi [1].
Lemme 7. Le graphe de f est hyperbolique en dehors du polygone principal ∆f .
Démonstration. Considérons un point q dans le plan {(x, y)} qui est en dehors du
polygone principal ∆f . Il peut appartenir à un polygone P sans bord (cas 1) ou à une
droite li = 0 (cas 2).
Cas 1. Le polygone P est borné par deux demi-droites contenues en L et (non
nécessairement) par des segments des autres droites de L. Supposons que les deux demi-
droites sont contenues dans les droites li = 0 et lj = 0.
Considérons deux droites l˜i = 0 et l˜j = 0 dans le plan {(x, y)} que passent par q et
parallèlles aux droites li = 0 et lj = 0, respectivement. Le complément des droites l˜i = 0 et
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une droite m⊂R2 en position générique par rapport à L, contenant le point q , et qui coupe
le secteur α. Les intersections de m avec L se trouvent, sur m, d’un seul côté par rapport
à q . Supposons f (q) > 0. La dérivée de f |m est donc positive en q (le minimum plus
proche reste du côté où sont les intersections avec L et les points d’inflexion de f |m sont
dans les intervalles formés par les points extrêmes). Ainsi le polynôme f |m est convexe
en q . Soit R la droite tangente à la courbe de niveau f (x, y) = f (q) au point q . Cette
droite ne coupe pas le secteur α car la dérivée de f |R au point q est zéro. Le point q est
donc un extrême local de f |R car tous les points critiques de f |R sont génériques. Le point
q est un maximum de f |R car f (q) > 0. En conséquence, f |R est concave en q . Ainsi, le
point (q, f (q)) est un point hyperbolique du graphe de f .
Cas 2. Supposons que q ∈L. Il est donc un point hyperbolique ou un point parabolique
spécial (remarque 3 et lemme 4), mais les points PS sont dans le polygone principal ∆ par
le lemme 4. ✷
Démonstration de l’assertion (1) du théorème 1.
Lemme 8. La courbe parabolique du graphe d’un polynôme factorisable est lisse et
compacte.
Démonstration. La remarque 6 et l’assertion 2 du théorème 1 impliquent que chaque
composante connexe de la courbe parabolique est difféomorphe au cercle. ✷
Lemme 9. La courbe parabolique contient au moins 12 (n − 1)(n − 2) composantes
connexes compactes.
Démonstration du lemme 9. Soit D un polygone élémentaire. À l’intérieur du polygone
D, le polyôme f a au moins un point critique. Notons p un de ces points critiques de f .
Lemme 10. Soit f un polynôme réel factorisable de degré n 3 à deux variables, alors
tous les points critiques de f sont non dégénérés. De plus, f a exactement (n− 1)2 points
critiques.
D’après le lemme 10 la forme quadratique de la surface en p est définie positive ou
définie négative. Cela implique qu’il y a un domaine elliptique dans le graphe de f qui
contient le point p˜ = (p,f (p)). D’après la remarque 3, la surface est non elliptique sur le
bord de D˜ = {(x, y, f (x, y)): (x, y) ∈D}. Ainsi le domaine elliptique contenant p˜ est à
l’intérieur de D˜ et le graphe de f contient au moins une composante parabolique en D˜.
Cette composante parabolique ne croise pas la frontière de D˜, elle la touche tangentement
car la courbe parabolique est lisse au voisinage de chaque point PS (assertion 3 du
théorème 1).
La courbe parabolique du graphe de f contient au moins 12 (n− 1)(n− 2) composantes
connexes compactes d’après le lemme suivant :
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il y a exactement 12 (n− 1)(n− 2) polygones élémentaires.
Démonstration du lemme 10. La fonction f a au moins un point extrême local à
l’intérieur de chaque polygone élémentaire : f est continue et f = 0 sur le bord de chaque
polygone élémentaire. Ces points extrêmes sont des points critiques. D’après le lemme 11,
f a au moins 12 (n− 1)(n− 2) points critiques en dehors L= {l1 · · · ln = 0}.
Par ailleurs, les points des intersections des droites li = 0 et lj = 0, i < j ; i, j ∈
{1, . . . , n} sont des points critiques de f (remarque 1). Ainsi, f a au moins, 12n(n − 1)
points critiques en L. La somme des points critiques de f est
n(n− 1)
2
+ (n− 1)(n− 2)
2
= (n− 1)2.
Cela implique que f a au moins (n− 1)2 points critiques. Les équations fx = 0 et fy = 0
représentent deux courbes algébriques planes réelles de degré n− 1.
D’après le Théorème de Bézout, la fonction f a au plus (n−1)2 points critiques. Ainsi,
f a exactement (n− 1)2 points critiques. De plus, ils sont tous non dégénérés. ✷
Démonstration du lemme 11. L’ensemble A=R2 \{l1 · · · ln = 0} contient 1+∑nj=1 j =
n2+n+2
2 composantes connexes parmi lesquelles il y en a 2n avec fermeture non compacte
et n
2+n+2
2 − 2n= (n−1)(n−2)2 avec fermeture compacte. ✷
Fin des démonstrations des assertions (1) et (3) du théorème 1. Les lemmes 12, 13 et
14 et leurs démonstrations sont dues à F. Aicardi [1].
Lemme 12. Chaque polygone élémentaire contient exactement une composante connexe
de la courbe parabolique.
Lemme 13. L’indice de chaque point parabolique spécial contenu dans le graphe d’un
polynôme réel factorisable est égal à −1.
Démonstrations du lemme 12 et du lemme 13. Soit γ un cercle dans le plan {(x, y)}
contenant le polygone principal. Notons Pn la partie homogène de degré n de f . Le
graphe de Pn est hyperbolique en dehors de l’origine car les parties homogène de degré
2n− 4 des hessiens de f et de Pn sont les mêmes. Ainsi, l’indice de chaque champ des
directions asymptotiques du graphe de f le long de γ est égal à l’indice de chaque champ
des directions asymptotiques du graphe de Pn.
Théorème (V. Arnold, [4]). Étant donné un polynôme homogène g = RnF(θ) de degré
n hyperbolique en dehors de l’origine dans le plan des coordonnées (x = R cosθ , y =
R sin θ ), l’indice de chaque champ des directions asymptotiques le long d’une courbe
γ = {(R, θ): R = const, θ ∈ [0,2π)} est égal à 1− 14 #{θ : F(θ)= 0, θ ∈ [0,2π)}.
Dans notre cas g = Pn =∏ni=1 λi où λ1, . . . , λn sont des polynômes homogènes de
degré 1 génériques sur le plan. La fonction F(θ) dans notre cas, a 2n zéros car elle s’annule
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seulement aux angles θi et θi +π tels que tan(θi) est la pente de λi = 0 dans le plan. Ainsi,
d’après le Théorème d’Arnold, l’indice de chaque champ des directions asymptotiques,
ξ1, ξ2, le long du cercle γ est
ind(ξi)|γ = 1− n2 , i = 1,2. (1)
Maintenant, prenons deux copies C1 et C2 du disque borné par γ contenu dans le plan
{(x, y)} sans les
K = (n− 1)(n− 2)
2
+ k, k  0,
domaines elliptiques. On colle C1 et C2 le long de chaque couple de composantes de la
courbe parabolique (fig. 2). Notons W cette surface.
Lemme 14. Chaque composante connexe de la courbe parabolique contenue dans un
polygone élémentaire est le bord d’un disque elliptique.
D’aprr`es le lemme 14, W est une surface connexe non compacte avec bord dont la
caractéristique d’Euler est






=−n2 + 3n− 2k.
Les champs de directions asymptotiques ξ1 sur C1 et ξ2 sur C2 définissent un champ de
directions continu ξ sur W dont les points singuliers correspondent exactement aux points
paraboliques spéciaux.
Définition 7. Soit γ une courbe lisse orientée dans le plan réel et soit A un champ de
directions défini sur ce plan. Soit p ∈ γ tel que la droite du champ A en ce point est
tangente à γ . Notons θ l’angle entre la droite tangente à γ en p et la droite du champ
A en p. La tangente de θ est appelée intérieure si l’angle θ augmente le long de γ dans
un voisinage du point p, et elle est appelée extérieure si θ diminue le long de γ dans un
voisinage du point p.
Notation. # tangint(A,γ ) note le nombre total des tangentes intérieures de γ par rapport
au champ A.
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Ind(A,γ )= 1+ 1
2
(
# tangint(A,γ )− # tangext(A,γ )]
) (2)
où Ind(A,γ ) note l’indice de la courbe γ par rapport au champ A.
Théorème [1]. Soit V˜ une surface réelle lisse avec bord Γ sur laquelle est défini un
champ de droites ξ continu avec m points singuliers génériques x1, . . . , xm. Alors,
X (V˜ )+ 1
2
[




Dans notre cas, Γ = γ1 ∪ γ2, où γ1, γ2 sont deux courbes orientées par rapport à




























L’indice d’un point parabolique spécial peut être positif +1 ou négatif −1 (voir
appendice). Soit c+  0 le nombre des points singuliers du champ ξ d’indice positif +1.
Le nombre des points singuliers d’indice négatif est donc n(n−2)− c+. Notons σ l’indice
d’un point singulier du champ ξ . Alors,
n(n−2)∑
j=1
σj = c+ −
(
n(n− 2)− c+)=−n(n− 2)+ 2c+.
Puisque X (W)=−n2 + 3n− 2k, l’équation (3) donne :
−n2 + 3n− 2k− n=−n2 + 2n+ 2c+,
c’est-à-dire que −2k = 2c+. Cette dernière égalité est vraie seulement pour k = c+ = 0
(car c+  0 et k  0). Cela démontre que le nombre des composantes compactes de la
courbe parabolique est exactement 12 (n− 1)(n− 2) et l’indice de chaque point PS est égal
à −1. ✷
Démonstration du lemme 15. Entre deux tangences intérieures l’angle θ augmente π ,
entre deux tangences extérieures θ diminue π et entre une tangence intérieure et une
extérieure, la variation de θ est nulle. Ainsi, l’angle que A fait le long de Γ par rapport
à una direction fixée est égale à l’angle de A par rapport à Γ˜ plus l’angle qui parcourt le
vecteur tangent à Γ le long de celle-ci. Cet angle est égale à 2π . Le nombre de tours qui





)− π(# tangext(A,Γ ))+ 2π]. ✷2π
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composante connexe compacte (d’après le lemme 9). Comme le degré du hessian est, au
plus 2, la courbe parabolique dans le plan {(x, y)} est donc une ellipse.
Soit n  4 et Q un polygone élémentaire tel que f (p)  0,∀p ∈ Q. Soit E une
région elliptique contenue en Q (il existe d’après le lemme 10) et supposons qu’il existe
H1, . . . ,Hk, k  2, régions hyperboliques contenues à l’intérieur de E. Considérons un
point q ∈ H1. Notons α la projection, sur le plan {(x, y)} le long de l’axe z, d’une des
droites asymptotiques tangentes au graphe de f au point (q, f (q)). La courbe f restreint à
α, f |α , a donc un point d’inflexion en q . La droite α coupe E en, au moins, deux segments
qu’on appelera elliptiques. De plus, f |α est concave sur ces segments car f est concave
sur E (f (p)  0,∀p ∈ Q). Soient (a1, a2) et (a3, a4) deux de ces segments elliptiques.
Ainsi, la courbe f |α a, au moins, un autre point d’inflexion entre a2 et a3.
Soient m1 et m2 les minima de f |α dans les intervalles adjacents où f |α est négative.
Aux points m1 et m2, f |α est convexe, il y a donc un point d’inflexion entre m1 et a1
et un autre entre a4 et m2. Ainsi, il y a au moins quatre points d’inflexion entre deux
minima consécutifs, ce qui contredit le lemme 2. Cela implique qu’il n’existe aucune
région hyperbolique dans E. ✷
Démonstration du théorème 4. Soit f un polynôme réel de degré n de variables x, y .
Dans cette démonstration on va noter H l’hessien de f . Les points paraboliques spéciaux
projetés dans le plan {(x, y)} sont l’intersection des courbes :
H(x,y)= 0, fxx(v1)2 − 2fxy(v1)(v2)+ fyy(v2)2 = 0,
où v1(x, y)=Hy(x, y) et v2(x, y)=−Hx(x, y). Le degré du hessien H(x,y) est au plus
2n− 4 et le degré de l’équation
fxx(Hy)
2 − 2fxy(Hy)(Hx)+ fyy(Hx)2 = 0
est au plus n− 2+ 2(2n− 5)= 5n− 12. Comme ces deux courbes n’ont aucune branche
en commun, le théorème de Bézout implique que le nombre des points d’intersection de
ces deux courbes est fini et il est au plus (2n− 4)(5n− 12). ✷
Démonstration du théorème 3. On coupe la surface avec un plan de la forme y = kx, k =
cte, et on obtient une courbe plane de degré n définie par l’équation z= f (x). Cette courbe
a une singularité à l’infini pour presque tout k. De plus, cette singularité est difféomorphe
à la singularité un−1 = vn. ✷
2.2. Démonstrations des résultats des surfaces algébriques
Démonstration du théorème 5. Considérons la surface M définie par l’équation g(z)−
εf (x, y) = 0. Par le théorème de la fonction implicite, il existe n fonctions inverses
z= hk(g), k = 1, . . . , n, lisses au voisinage de g = 0 telles que hk(0)= zk et g(hk(u))= u





, k = 1, . . . , n.
Chaque surface Mk contient les n droites d’éfinies par l’équation f (x, y)= 0. Ces droites
sont aussi contenues dans le plan z= zk .
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alors les fonctions hk sont bien définies en tout point εf (x, y). D’après le théorème 1,
la courbe parabolique de chaque surface Mk est lisse, compacte et elle a exactement
1
2 (n − 1)(n − 2) composantes connexes. Ainsi, pour ε suffisamment petit, les surfaces
Mk se coupent seulement en dehors de leurs polygones principaux et la surface M est lisse
dans R3 (elle n’est pas lisse à l’infini).
Soit Q un polynôme homogène tel que Q(x,y,0) = f (x, y), et Q(0,0, z) = g(z).
D’après le théorème de Bertini-Sard [2], il existe un nombre δ suffisamment petit tel que la
surface définie par l’équation g(z)− εf (x, y)+ δQ(x, y, z)= 0, est lisse dans RP 3. ✷
3. Appendices
3.1. Surfaces génériques
Soient M,N, deux variétés différentiables. Soient f, f˜ :M → N , deux applications
différentiables et q un point en M . On dit que l’application f˜ est tangente d’ordre k à
f en q si ρN(f˜ (ξ), f (ξ))  o(ρM(ξ, q))k , où ρN,ρM sont des métriques riemaniennes
quelconques sur N,M respectivement.
On remarque que les applications sont tangentes ou non indépendamment du choix des
métriques pour la définition.
La relation “tangent d’ordre k en q” est une relation d’équivalence.
Définition 8. La classe d’équivalence d’applications différentiables suivant la relation
d’équivalence “tangent d’ordre k en q” s’appelle le k-jet au point q .
Example. Le 1-jet d’une fonction f :R2 → R dans un point (x˜, y˜) ∈ R2, se définit par
l’ensemble des nombres (x˜, y˜, f (x˜, y˜), fx(x˜, y˜), fy(x˜, y˜)), où fx note la dérivée partielle
de f par rapport à x . Dans un système de coordonnées fixé, le k-jet se présente comme un
polynôme de Taylor de degré k.
Définition 9. L’ensemble des k-jets d’applications différentiables d’une variété Mm dans
une variété donnée Nn (dans tous les points de Mm) est appelé variété des k-jets des
applications de Mm dans Nn. On note cette variété J k(Mm,Nn).
On appelle extension à k-jets d’une application f une application de Mm dans l’espace
de k-jets d’applications de Mm dans Nn qui, à chaque point de M, fait correspondre
le k-jet de f en ce point. L’extension à k-jets de l’application f est notée jkf :Mm →
J k(M,N), x → jkx f .
Considérons les ensembles suivants dans la variété J k(R2,R), k  4, des k-jets des
fonctions f :R2 →R.
Soit Σ0 l’ensemble des k-jets-extensions des fonctions différentiables f aux points
q ∈ R2 tels que (q, f (q)) est un point elliptique ou un point hyperbolique générique du
graphe de f . L’ensemble Σ0 est une sous-variété de codimension plus grande ou égale à 0
dans J k(R2,R).
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q ∈ R2 tels que (q, f (q)) est un point parabolique générique ou un point d’inflexion
générique du graphe de f . Cet ensemble Σ1 est une sous-variété de codimension plus
grande ou égale à 1 dans J k(R2,R).
Soit Σ2 l’ensemble des k-jets-extensions des fonctions différentiables f aux points
q ∈ R2 tels que (q, f (q)) est un point parabolique spécial, un point de bi-inflexion ou
un point hyperbolique spécial du graphe de f . Cet ensemble Σ2 est une sous-variété de
codimension plus grande ou égale à 2 dans J k(R2,R).
L’ensemble Σd est l’ensemble des k-jets-extensions des fonctions différentiables f aux
points q ∈R2 tels que (q, f (q)) est un point parabolique dégénéré ou un point d’inflexion
dégénéré du graphe de f . Cet ensemble Σd est une sous-variété de codimension plus
grande ou égale à 3 dans J k(R2,R).
Définition 10. On appelle sous-variété stratifiée d’une variété différentiable la réunion finie
de variétés, appelées strates (non nécessairement différentiables), disjointes deux à deux
qui vérifie la condition suivante : l’adhérence de chaque strate contient la strate elle-même
et une réunion finie des strates de dimensions plus petites. On dit qu’une application est
transversale à une sous-variété stratifiée si elle est transversale à chaque strate.
Ainsi, la variété J k(R2,R) est une variété stratifiée où les strates sont les variétés
Σ0,Σ1,Σ2 et Σd .
On appelle germe d’application M → N au point q ∈M la classe d’équivalence des
applications différentiables f :U → R telles que chacune est définie dans un voisinage U
de q . Deux applications sont équivalentes si elles se confondent dans un voisinage de q .
Soit S ⊂RP 3 une surface lisse et p un point de S. Il existe un système de coordonnées
affines, un germe de fonction différentiable f :V ⊂ R2 → R, au point q ∈ V ⊂ R2, et un
voisinage U ⊂ S du point p, tels que q ∈ V, (q,fq(q))= p et U est le graphe de f |V .
Prenons un représentant f du germe d’application au point q .
Définition 11. On dit que la surface S est générique si pour chaque point p ∈ S, le
k-jet-extension f kq , k  4, en q tel que (q, fq(q))= p est transversal à la variété stratifiée
J k(R2,R)=Σ0 ∪Σ1 ∪Σ2 ∪Σd .
Théorème (Théorème de transversalité fort de Thom). Soient Mm une variété fermée et
C une sous-variété fermée de la variété des jets J k(M,N). Les applications f :M → N,
dont les extensions à k-jets sont transversales à C, forment alors un ensemble ouvert
partout dense dans l’espace des applications différentiables de M dans N .
Le corollaire suivant découle du Théorème de transversalité fort de Thom.
Corollaire. L’ensemble des surfaces génériques est l’intersection dénombrable partout
dense d’ensembles ouverts des surfaces lisses.
Tous les comportements suivants peuvent être réalisables dans les surfaces génériques :
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forment des domaines dans la surface.
* L’ensemble des points paraboliques est une courbe lisse. Le nombre des points PS est
fini.
* L’ensemble des points d’inflexion est une courbe tangente à la courbe parabolique en
chaque point parabolique spécial. Le nombre des points de bi-inflexion, plus le nombre des
points hyperboliques spéciaux, plus le nombre des elliptiques spéciaux, est fini.
* La droite asymptotique d’un point d’inflexion générique qui a multiplicité d’intersec-
tion égale à 4 avec la surface n’est jamais tangente à la courbe flecnodale.
* Un point de la surface est d’inflexion si et seulement si c’est un point de bi-inflexion
d’une courbe asymptotique.
* La droite asymptotique d’un point de bi-inflexion qui a multiplicité d’intersection
égale à 5 avec la surface est tangente à la courbe flecnodale. Cette droite asymptotique a
multiplicité d’intersection égale à 2 avec la courbe flecnodale.
* Un point hyperbolique spécial est un point d’auto-intersection transversale de la
courbe flecnodale dans la surface.
* Les ensembles des points paraboliques et des points d’inflexion sont de codimension
1 dans la surface. L’ensemble des points PS, hyperboliques spéciaux, de bi-inflexion et des
elliptiques spéciaux est un ensemble de codimension 2 dans la surface.
* Il n’y a aucun point parabolique dégénéré ni aucun point d’inflexion dégénéré dans la
surface.
En 1981, O.A. Platonova [20,21] et E.E. Landis [15] donnent, indépendamment, les
formes normales jusqu’au jet d’ordre 5 de la surface, de 7 classes de cette classification.
Ces formes sont dans la table suivante :
classe forme normale restrictions p codim
π2 x2 + y2 − 2 0
π3,1 xy ± x3 + y3 − 3 0
π3,2 y2 + x3 + xy3 + ax4 − 4 1
π4,1 xy + y3 + x4 + hx3y − 4 1
π4,2 y2 + x2y + ux4 u = 0, 14 4 2
π4,3 xy + x4 + ax3y + bxy3 ± y4 − 4 2
π5 xy + y3 ± x3y + φ5 φ5(0, y) = 0 5 2
π3,3 y
2 + x3 + ax4 + by5 ± xy4 + x2φ3 − 5 2
En 1998, D. Panov [18] donne les formes normales jusqu’au jet d’ordre 3 de la surface,
de 8 de ces classes.
3.2. Classification des points paraboliques spéciaux
Soit S une surface générique5 dans RP 3 et q un point en S. Il existe un système de
coordonnées affines dans RP 3 et un voisinage V ⊂ S de q tels que dans ce système des
5 La définition est dans l’appendice 3.1.
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coordonnées, V est le graphe d’une fonction différentiable f :U ⊂ R2 → R. Supposons
que le point q est l’origine dans ce système de coordonnées et qu’il est un point parabolique
spécial. Comme la surface est générique, il existe un voisinage du point PS tel qu’il n’y a
pas d’autres points PS dans ce voisinage.
L’application qui envoie le graphe de f sur le plan affine qui consiste à oublier la
valeur de la fonction, est un difféomorphisme. Chaque champ de droites asymptotiques
défini sur le graphe de f est envoyé, par la dérivée de cette application, à un champ de
droites sur le plan. Chacun de ces champs de droites dans le plan est appelé champ de
directions asymptotiques. On remarque que cette application envoie, bijectivement, les
points d’inflexion des courbes asymptotiques dans les points d’inflexion des projections
des courbes asymptotiques.





)2 + 2fxy(x, y)v1(x, y)v2(x, y)+ fyy(x, y)(v2(x, y))2 = 0, (4)
où (v1(x, y), v2(x, y)) est la direction asymptotique au point (x, y) ∈ R2. La direction
asymptotique dans un point parabolique (a, f (a)) projeté dans le plan R2 = {(x, y)} est :(
fyy(a),−fxy(a)
)
si fyy(a) = 0,
(0,1) si fyy(a)= 0.
Après un changement linéaire des coordonnées du plan affine, on peut supposer que
la direction asymptotique à l’origine coïncide avec la droite y = 0, c’est-à-dire que
v2(0,0)= fxy(0,0)= 0 et v1(0,0)= fyy(0,0) = 0. Il existe donc un voisinage U1 ⊂ R2
de l’origine où aucune direction asymptotique coïncide avec l’axe x . Ainsi, l’équation (4)
est amenée, pour tout point (x, y) ∈ U ∩U1 à l’équation :
p2fyy(x, y)+ 2pfxy(x, y)+ fxx(x, y)= 0, (5)
où p(x, y)= v2(x,y)
v (x,y)
. Notons F(x, y,p)= p2fyy(x, y)+ 2pfxy(x, y)+ fxx(x, y).1
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Maintenant, considérons l’espace J 1(R,R) des 1-jets6 des fonctions φ :R→ R munit
des coordonnées {(x, y,p): y = φ(x), p = dφ/dx}. Cet espace est une variété de contact
avec la 1-forme w= dy − p dx.







où y = φ(x), φ :R→ R est une courbe asymptotique dans le plan et (v1(x, y), v2(x, y))
est une direction asymptotique tangente à φ au point (x,φ(x)).
L’équation (5) détermine une surface M en J 1(R,R). On remarque que le point 0 ∈R2
est envoyé au point 0 ∈ J 1(R,R).
Dans cette variété J 1(R,R), il y a un champ de plans appelé champ des plans
de contact, défini par les zéros de la 1-forme de contact w. Dans un point q de M ,
l’intersection du plan de contact qui contient q avec le plan tangent à M en q est, en
général, une droite tangente à M , appelée droite caractéristique. Ce champ des droites
caractéristiques est décrit par le champ de vecteurs




− (Fx + pFy) ∂
∂p
.
Le point (0,0,0) ∈ J 1(R,R) est un point singulier du champ de caractéristiques car
Fp(0,0,0) = 2(pfyy(0,0) + fxy(0,0)) = 0 et Fx(0,0,0) = 0 (le terme fxxx(0,0) =
0 car la direction asymptotique en ce point est tangente à la courbe parabolique :
(Hessf )(0,0)= 0 et ∂ Hessf
∂x
(0,0)= 0).
Ainsi, on a associé à un point PS un point singulier du champ ξ défini dans la surface
M ⊂ J 1(R,R).
Définition 12. Deux points paraboliques spéciaux sont topologiquement équivalents si
leurs points singuliers associés dans J 1(R,R) sont topologiquement équivalents.
6 La définition est dans l’appendice 3.1.
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Proposition [8,10,13]. Il y a topologiquement trois types de points paraboliques spéciaux :
un col, un nœud et un foyer (fig. 4).
La proposition. La démonstration suit de la classification topologique des points
singuliers isolés d’un champ des vecteurs continu. Il y en a trois : un col, un nœud et
un foyer. De plus, l’indice d’un point PS est +1 ou −1. ✷
3.3. Bifurcations de la courbe parabolique
Proposition [3,6,11]. Les bifurcations de la courbe parabolique (fig. 5) qui peuvent appa-
raître dans une famille générique à un paramètre des surfaces lisses sont les bifurcations
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des fronts d’onde en familles génériques à un paramètre des fronts d’onde telles qu’au
moment de la bifurcation, le front présente une singularité du type A±3 ,A4 ou D±4 (fig. 6).
Définition 13. Une variété de contact est une variété de dimension impaire équipée d’un
champ d’hyperplans qui satisfait une condition de non-dégénérescence.7
Une sous-variété L d’une variété de contact de dimension 2n − 1 est appelée sous-
variété legendrienne si elle est une sous-variété intégrale maximale (c’est-à-dire si elle est
de dimension n− 1, et si en chacun de ses points, l’hyperplan du champ d’hyperplans est
tangent à L).
Une fibration M2n−1 → B de la variété de contact M2n−1 sur une variété différentiable
B de dimension n est appelée fibration legendrienne si ses fibres sont des variétés
legendriennes dans M2n−1.
Définition 14. Une application legendrienne est un diagramme
Ln−1 ↪→M2n−1 → Bn
où la première flèche est un plongement d’une sous-variété legendrienne et la seconde, une
fibration legendrienne.
Définition 15. Soit B une variété différentiable de dimension m. Chaque hyperplan de
dimension m− 1 de l’espace tangent à B est appelé élément de contact de la variété B .
Exemples. (1) Soit B une variété différentiable de dimension n. La variété PT ∗B de
dimension 2n− 1, formée par tous les éléments de contact de B , est une variété de contact
(elle est la projectivisation du fibré cotangent de B) [2].
7 Voir [2].
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donnée S ⊂ B de dimension m est une variété legendrienne dans PT ∗B [2].
Démonstration de la proposition. Considérons la variété PT ∗RP 3 des éléments de
contact de l’espace projectif RP 3. Un point de cette variété est une paire formée d’un
point de RP 3 et d’un plan contenant ce point.
Définition 16. L’espace dual RP 3ν de RP 3 est l’espace formé par tous les plans dans
l’espace RP 3.
Cet espace est aussi de dimension trois. Maintenant, considérons la variété PT ∗(RP 3)ν
des éléments de contact de l’espace projectif dual RP 3ν . Un point de cette variété est une
paire formée d’un point dans RP 3ν (qui correspond à un plan dans RP 3) et d’un plan dans
RP 3ν (qui correspond à un point dans RP 3) contenant ce point.
Ainsi, un point de PT ∗RP 3 peut être consideré comme étant composée d’un plan de
l’espace projectif dual et d’un point dans ce plan. On a ainsi une identification naturelle
des variétés PT ∗RP 3 et PT ∗(RP 3)ν .
Lemme [23]. Les structures de contact naturelles des variétés PT ∗RP 3 et PT ∗(RP 3)ν
coïncident (l’une se transforme en l’autre par l’identification précédente).
On a donc deux fibrations de l’espace PT ∗RP 3 :
PT ∗RP 3
π2π1
RP 3 RP 3ν
L’application π1 associe à un élément de contact son origine et l’application π2 associe à
un élément de contact son plan.
Soit S ⊂RP 3 une sous-variété etLS ⊂ PT ∗RP 3 la variété formée par tous les éléments
de contact de RP 3 tangents à S.
Lemme [2]. La sous-variété et LS ⊂ PT ∗RP 3 est une variété legendrienne.
Définition 17. L’application legendrienne
LS ↪→ PT ∗RP 3 →RP 3ν
est appelée application frontale de la sous-variété S et son image, notée Sν, est le front ou
dual de S.
L’application tangentielle T :RP 3 → RP 3ν envoie la surface lisse S ⊂ RP 3 dans la
surface Sν ⊂ RP 3ν : à chaque point de S, on associe le plan tangent à la surface en ce
point.
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Lemme 16 [6,16,23,25]. L’application tangentielle envoie la région elliptique (hyperbo-
lique) de S ⊂ RP 3 dans la région elliptique (hyperbolique) de Sν ⊂ RP 3ν . L’image de
la courbe parabolique de S par cette application est l’axe cuspidal de Sν et l’image d’un
voisinage d’un point PS est une queue d’aronde.
Pour une surface générique S, les singularités de la surface duale Sν sont les singularités
des fronts génériques [6]. Ainsi, pour étudier les bifurcations de la courbe parabolique
d’une famillle générique à 1-paramètre des surfaces lisses il faut étudier les bifurcations en
familles génériques à un paramètre des fronts ([26], voir figs. 6).
Singularité A+3 [6] (fig. 6). Considérons une famille générique à 1-paramètre des fronts
d’onde telle qu’au moment de la bifurcation le front présente une singularité du type A+3 .
Avant le moment de la bifurcation, le front est formé par deux queues d’aronde telles
que les deux axes cuspidaux d’une queue d’aronde sont aussi les deux axes cuspidaux de
l’autre. Pendant le moment de la bifurcation, le front a une courbe singulière avec une
singularité du type 4/3. Après le moment de la bifurcation, le front est une surface lisse.
Il y a deux bifurcations possibles de la courbe parabolique reliées à cette bifurcation :
Cas 1 (fig. 7). La disparition d’une composante compacte lisse de la courbe parabolique
qui est le bord d’un disque elliptique et qui contient 2 points paraboliques spéciaux. Au
moment de la bifurcation telle composante parabolique est un point parabolique dégénéré.
Cas 2 (fig. 7). La disparition d’une composante compacte lisse de la courbe parabolique
qui est le bord d’un disque hyperbolique et qui contient 2 points paraboliques spéciaux. Au
moment de la bifurcation telle composante parabolique est un point parabolique dégénéré.
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Singularité A−3 [6] (fig. 6). Considérons une famille générique à 1-paramètre des fronts
d’onde telle qu’au moment de la bifurcation le front présente une singularité du type A−3 .
Avant le moment de la bifurcation, le front est formé par deux queues d’aronde telles que
la partie lisse d’une queue d’aronde est aussi la partie lisse de l’autre. Pendant le moment
de la bifurcation, les deux queues se rencontrent à leur point singulier et par ce point passe
une courbe singulière (contenue dans le front) qui présente une singularité du type 4/3
en ce point. Après le moment de la bifurcation, le front est une surface avec deux axes
cuspidaux, lesquels ne s’intersectent pas localement.
Il y a deux bifurcations possibles de la courbe parabolique reliées à cette bifurcation :
Cas 1 (fig. 8). Ce cas consiste en la disparition de deux points paraboliques spéciaux
qui appartiennent à deux composantes de la courbe parabolique qui locallement ne
s’intersectent pas. Entre ces deux composantes il y a une région hyperbolique. La
bifurcation se produit lorsque ces deux composantes paraboliques se collent le long de
ces deux points PS. Après le moment de la bifurcation on deux composantes paraboliques
sans points PS telles que locallement ne s’intersectent pas et entre elles il y une région
elliptique.
Cas 2 (fig. 8). Ce cas consiste en la disparition de deux points paraboliques spéciaux
qui appartiennent à deux composantes de la courbe parabolique qui locallement ne
s’intersectent pas. Entre ces deux composantes il y a une région elliptique. La bifurcation
se produit lorsque ces deux composantes paraboliques se collent le long de ces deux
points PS. Après le moment de la bifurcation on deux composantes paraboliques sans
points PS telles que locallement ne s’intersectent pas et entre elles il y une région
hyperbolique.
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Singularité A4 [6] (fig. 9). Avant le moment de la bifurcation, pour chaque valeur du
paramètre, le front est formé par deux queues d’aronde qui ont en commun un seul axe
cuspidal. Au moment de la bifurcation, l’axe cuspidal qu’elles ont en commun devient
un point et après le moment de la bifurcation, le front a une seule courbe cuspidale sans
singularités.
Il y a une seule bifurcation de la courbe parabolique reliée à cette bifurcation (fig. 9).
On a une courbe parabolique lisse avec deux points PS. Au moment de la bifurcation, ces
deux points se collent dans un seul point et la courbe parabolique reste lisse. Ce point est
parabolique dégénéré. Après le moment de la bifurcation, les points PS ne sont plus et la
courbe parabolique reste encore lisse.
Singularité D−4 [6] (fig. 6). Cette bifurcation correspond au collement de trois queues
d’aronde telles que chacune a en commun un seul axe cuspidal avec une autre. Avant le
moment de la bifurcation, le front est formé par trois queues d’aronde telles que chacune
a en commun un seul axe cuspidal avec chacune des autres deux. Pendant le moment de
la bifurcation, les trois points singuliers des queues se collent en un seul point. Après le
moment de la bifurcation, le front a trois queues d’aronde telles que chacune a en commun
un seul axe cuspidal avec chacune des autres deux.
Il y a une seule bifurcation de la courbe parabolique reliée à cette bifurcation
(fig. 10) : un petit disque elliptique borné par une courbe parabolique lisse, compacte qui
contient trois points PS, se collapsent (le disque et la courbe parabolique) en un point et
réapparaissent après le moment de la bifurcation avec les trois points PS.
Théorème 6. Toute surface générique dans RP 3 ne possède aucun disque hyperbolique
dont le bord est une courbe parabolique avec un nombre impair des points paraboliques
spéciaux.
Démonstration. La somme des indices des points singuliers du champ de caractéristiques
est la caractéristique d’Euler de la sphère, qui est égale à deux. En conséquence, le nombre
des points singuliers ne peut pas être impair. ✷
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Fig. 11. Singularité D+4 .
Singularité D+4 [6] (fig. 6). Il y a une seule bifurcation de la courbe parabolique reliée à
cette bifurcation (fig. 11).
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